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In The geometry of graphs and some of its algorithmic applications[LLR95] untersu-
chen Nathan Linial, Eran London und Yury Rabinovich Einbettungen von Gra-
phen (bzw. Metriken) in normierte Rdéume und zeigen den Nutzen dieser fiir ei-
ne Reihe von Problemen. Kord Eickmeyer und ich stellten wesentliche Punkte
daraus im Seminar vor, wobei Kord Eickmeyer die Algorithmen zur Einbettung
selbst und ich die Anwendungen erlduterte. Diese Ausarbeitung beschéftigt sich
dementsprechend vorrangig mit den Anwendungen und geht von bereits einge-
betteten Graphen bzw. endlichen Metriken aus.
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1 Einleitung, Einbettungen

1.1 Graphmetriken

Im Folgenden werden zusammenhiangende, ungerichtete Graphen G = (V, E') mit Kanten-
gewicht wg : E — R} betrachtet. Die dazugehorige Pseudometrik dg ergibt sich aus den

iiblichen Distanzen
min > w(e) u#wv
dg(u, U) — u,v-Pfade P o p
0 sonst

Die Eigenschaften einer Pseudometrik sind erfiillt:

dg(u,u) =0 (A1)
dg(u,v) = dg(v,u) (A2)
da(u,w) < dg(u,v) + dg(v,w) (A3)

A1l wird durch die Definition erfiillt, A2 tiber die Symmetrie der Pfade und A3 {tiber das
Minimum. Die fiir eine Metrik weitere notige Eigenschaft Vu,v € V : dg(u,v) =0 = u =v
wird in den meisten folgenden Situationen nicht benétigt, ist aber bei einem ungewichteten
Graphen auch gegeben.

Statt eines Graphen ldsst sich auch direkt ein pseudometrischer Raum (V, d) betrachten.

1.2 Einbettungen in normierte Raume

Fiir den n-dimensionalen Vektorraum R"™ und die Norm ||-|| existiert die Metrik d:
djy(rys) = |lr — sl

Uber eine Funktion ¢ : V' — R" lasst sich ein Graph (V, E) bzw. eine Pseudometrik (V, dg)
in den R"” mit Norm ||-|| einbetten. Falls

da(v,u) = dj. (p(v), p(u))
gilt, so ist ¢ eine isometrische Einbettung. Gilt dagegen nur
da(v,u) > dyj ((v), p(u) > ¢t da(v,u)

so heifst ¢ Einbettung mit Verzerrung c.

Def. dim,, dim.: Fiir eine Pseudometrik X = (V, dg) (eines Graphen G) ist
dim,(G) = dim,(X) =
min{n|3Norm |[|-[|[3 Einbettung ¢ : V' — R" von d¢ nach d.; mit Verzerrung c}
dim,(G) =dim.(X) =
min{n|3dEinbettung ¢ : V' — R" von dg nach d,; _ mit Verzerrung c}

mit || (z;); = end 4
H(xz)ze{l,m,"}HOO 16?117%”} B

In den kommenden Abschnitten wird vor allem Ly, d.h. R™ mit der Norm

n
(z)ieqr,.mpll = 2| D a?
=1



Gegenstand sein. Weiterhin wird die Minkowski-Norm einer beliebigen Einheitskugel B
(konvexe, beschrédnkte, offene und punktsymmetrische Menge) im Abschnitt zu Separato-
ren eine Rolle spielen:

|z||p = inf{\ > 0|]\"'2 € B}

(Durch das Infimum wird auch dem Ursprung der Wert 0 zugeordnet.)

1.3 Einbettungsalgorithmen

In ihrem Abschnitt 3 beweisen[[LL.R95] folgende u.a. Ergebnisse fiir deterministische bzw.
probabilistische Algorithmen:

1. (Korollar 3.4 Teil2)
Sei (V,d) ein endlicher pseudometrischer Raum und {(s;,t;)|i € {1,2,...,k}} € V xV
eine Menge von Punktpaaren.
Dann existiert ein deterministischer Polynomialzeitalgorithmus der eine Einbettung

p: V= l?(MQ) mit den Eigenschaften
Vu,v € Vi d(u,v) > [[p(u) — p(v)||
und
1
) e . i) — i Z isti
Vie{l,...,k}:[lo(si) — )] Q(log2 k)d(s ti)
berechnet.

2. (Theorem 3.2 Teil5)
Sei (V, d) ein endlicher pseudometrischer Raum und p > 2,p € RU {oo}.

Dann existiert ein probabilistischer Polynomialzeitalgorithmus der eine Einbettung

(log? [V'])

in den l,? mit Verzerrung O(log |V|) berechnet.

2 Mehrguterflisse

Netzwerke modellieren den Transport von Giitern (engl. commodities, z.B. Container, Was-
ser) mit Hilfe von (gerichteten) Graphen. Dabei werden einige Ecken als Quellen bzw. Sen-
ken ausgezeichnet (hier: je eine pro Gut), wobei die Giiter von den jeweiligen Quellen zu
den passenden Senken transportiert werden sollen. Allen Kanten wird eine Kapazitdt und
allen Giitern eine Nachfrage zugeordnet. Nun gibt es zwei wesentliche Blickwinkel auf das
Netzwerk:

Flisse stellen die Nutzung/Auslastung der Kanten je Gut dar. Ein naheliegendes Ziel ist
es diese so zu optimieren, dass die Nachfrage aller Giiter weitestgehend erfiillt ist. Als Kri-
terium wird hier die minimale Erfiillung genutzt (siehe Definition, S.4)

Schnitte (modelliert als Eckenmengen) trennen Quellen und Senken im Netzwerk vonein-
ander. Hier interessiert vor allem der Quotient aus Gesamtkapazitit iiber den Schnitt und
der Gesamtnachfrage der durch den Schnitt getrennten Quelle-Senke-Paare. Der Schnitt mit
minimalem Quotient stellt den grofiten Engpass im Netzwerk dar.



Um einen minimalen Schnitt zu finden, nutzen [L.LR95] die Einbettung einer endlichen Me-
trik, die sich entsprechend des dualisierten Flussproblems berechnen lésst.

Im Folgenden gebe ich einige Definitionen von Netzwerk, Schnitt usw., stelle die Konstruk-
tion des Flussproblems und seiner Dualisierung analog zu [GVY93] dar und gehe schliefilich
auf den Algorithmus von [LLR95] ein, der die Einbettung der gewonnen endlichen Metrik
nutzt.

2.1 Definitionen

[LLR95] geben nur ungefihre Definitionen von Netzwerk usw. an, ich habe sie so gewéhlt,
dass sie moglichst widerspruchsfrei zur Verwendung in [[LLR95] und dem von ihnen zitier-
ten Artikel [GVY93] passen.

Def. Netzwerk: Ein Mehrgiiternetzwerk N ist ein Quadrupel N = (V, E, K, ¢) mit Knoten
V, Kanten E C (g), Giitern K C V x V x R} und der Kapazititsfunktion ¢ : E — R{. Fiir
ein Gut k seien Quelle s, Senke t;, und Nachfrage Dy, definiert, sodass k = (si, tx, D).

Def. Fluss: Eine Funktion f : V' x V x K — R heifdt Fluss im Netzwerk [V falls gilt:

1. Kapazitdtseinhaltung:

V{u,v} € E: Z flu,v,k) < c({u,v}) (F1)

keK

2. Eingang entspricht Ausgang (aufier fiir Quellen und Senken)

Vk € KVu e V\{sp,ti}: > flu,v,k)= > flo,uk) (F2)

veV\{u} veV\{u}

3. Ausgang der Quelle entspricht Eingang der Senke:

VEEK Y fsp,v,k) =Y vty k) (F3)

veV veV

4. Kein Fluss tiber Nichtkanten:

flu,v,k) =0, falls {u,v} ¢ E (F4)

Def. Wert eines Flusses: Der Wert eines Flusses (im Sinne des maximum concurrent flow
problem) ist

val(f) —min{Dlchf(sk,v,k)‘k € K}

veV

Def. Schnitt, Kapazitat, Nachfrage eines Schnitts: Ein Schnittim Netzwerk ist eine Men-
ge S C V. Die Kapazitat des Schnitts ist definiert als

Cap(S) = > c({s,v})

{s,v}eE:|{s,v}NS|=1




die Nachfrage als
Dem(S) = Z Dy,

ke K mit
[{sp tptnS|=1

Der bereits erwidhnte Quotient Cap(S)/Dem(S) entscheidet, ob ein Schnitt minimal ist: Ein
minimaler Schnitt S eines Netzwerks erfiillt also

Cap(S) _ .n{ Cap(S")
Dem(5) Dem(S5")

yS’gV}

2.2 Max-Flow-Min-Cut-Gap

Fiir nur ein Gut gilt das bekannte Max-Flow-Min-Cut-Theorem: es existieren ein Fluss f und
ein Schnitt S mit val(f) = Cap(S)/Dem(S).

Allgemein gilt val(f) < Cap(S)/Dem(S) fiir jeden Fluss f und jeden Schnitt S. Bei mehr
als einem Gut stellt sich die Frage, wie grofS der Quotient aus grofitem Fluss und kleinstem
Schnitt ist (vor [LLR95] u.a. von [LR88] untersucht). Zur Bestimmung dieser Liicke (engl.

Max-Flow-Min-Cut-Gap) nutzen [LLR95] eine Einbettung in l?(wz ) Danach kann ein Schnitt
gefunden werden, der nicht grofier als O(log|K|) mal dem Wert des maximalen Flusses ist.

Eingebettet wird eine Pseudometrik, die sich als Losung eines zum Flussproblem dualen
linearen Programms ergibt. Diesen Weg betrachten wir im Folgenden detaillierter:

Pfade f

Kanten g 1 g 0 o c(e)
0001 O c(e)
1100 0 c(e”)
00 0O0 O x < | c(e)

Giliter 1 0 0 0 Dy 0
01 0 0 Dy 0
0 0 1 1 D 0

Abbildung 1: Das lineare Programm: beim Dualisieren ergeben die
Pfadspalten, die nur bei den Kanten und Gitern Werte # 0
enthalten und die Spalte der D; die Bedingungen.

Wir betrachten also zunichst die Flussbedingungen als lineares Programm (siehe dazu auch
Abb. 1). Allerdings formulieren wir die Bedingungen nicht fiir einzelne Kanten, sondern fiir
ganze Pfade, genauer: fiir alle s;-t;-Pfade fiir jedes Gut k. Diese Konstruktion entspricht
[GVY93] und fithrt nach dem Dualisieren und Abschédtzen auf die in [LLR95] gefundenen
Werte.

Sei [}, die Anzahl der s;-t;-Pfade und seien q,i, . ,qﬁf die Pfade selbst. Fiir jede Kante e €
gelte g/ (e) = 1, falls e auf ¢ liegt, ¢i.(e) = 0 sonst. f{ sei der Wert des Flusses iiber den Pfad



qi. Das lineare Programm ergibt sich als:

maximiere f

Z f,zqi(e) < c(e) Ve e E
keK,1<j<ly,
— > fl+f D<o Vk € K
1<j<ly,
~-fl<o Vke K, 1<j<l

Die erste Ungleichung beschreibt wieder die Kapazitdt, nun muss aber iiber alle Pfade sum-
miert werden, auf denen eine Kante liegt. Die zweite Ungleichung sichert, dass der Wert des
Flusses genau das Minimum tiber die Quotienten ist (s. Definition S.4), allerdings entspre-
chend umgestellt.

!
Der Losungsvektor hat dann die Gestalt z = ( f,il, e kT}‘j' , f)T, zu maximieren ist
(0,...,0,1)" - 2. Sei A der Wert einer optimalen Losung (eine solche existiert analog zum ein-

fachen Flussproblem). Dann ist A auch Wert der optimalen Losung des dualen Programms
(zur Dualisierung siehe z.B. [Vaz01]).

Der Bedingungsvektor des originalen Programms und damit die Optimierungskoeffizienten
des dualen Programms entsprechen den Kantenkapazitdten, sodass der Losungsvektor des
dualen Programms eine Kantengewichtung ist, wo die Koeffizienten nicht 0 sind. Setzen wir
fur Nichtkanten {u,v} ¢,, = 0 und sonst ¢, , = c({u,v})), konnen wir die Kantengewich-
tung auch als Gewicht der Eckenpaare verstehen. Zu minimieren ist dann:

§ du,vcu,v

UFEV

Aus der Spalte von f erhalten wir dual die Bedingung > pyDj > 1. Fiir jeden Pfad qi
keK
erhalten wir aus dessen Spalte die Bedingung
> q{uv})duy —pr >0
{u,v}eFE

Da dies fiir alle Pfade eines Guts gilt und man d als Kantengewicht (noch nicht Pseudome-
trik!) von (V, E) auffassen kann gilt fiir die Distanzen:

distq(sk, tk) > D

Setzen wir das in die erste Bedingung ein erhalten wir:

Z distq(sg, tx) D > 1 *)
keK

Da Kanten ungerichtet sind (fiir A2), stets zwei Knoten enthalten (d, ., = 0 ist moglich, da
cuu = 0) und wir minimieren (d.h. gilt Dreiecksungleichung A3: d,, , < dyw + dy,» nicht,
wird d,, durch geeignetes Setzen geringer), gentiigt es ab hier Pseudometriken d auf V' zu
betrachten.

Durch Dreiecksungleichung gilt dann auch

Z dsk,tka = Z diStd(Sk,tk)Dk

keK keK



(fehlte die Kante {sg, t;} im Netzwerk, so kann man sie mit Kapaziédt 0 hinzuftigen, ohne X
zu verandern).

Offensichtlich erfiillt eines der minimalen d die Bedingung (*) mit Gleichheit (da die py, for-
mal ebenfalls Teil des Losungsvektors sind, sind sie geigent wahlbar), damit kann die Gleich-
heit im endgiiltigen duale lineare Programm gefordert werden:

minimiere E Ay vCuv

uFU
> dyy,Dr=1
keK
Weiterhin gilt fiir die optimale Losung A:
Z du,vcu,v
A=  min 2
Pseudometriken d E d Skt Dk
keK
2.3 Algorithmus
Satz: In deterministischer Polynomialzeit 14sst sich ein Schnitt finden, dessen Quotient
maximal O(log |K]|) - X betrégt.
Beweis: Wir 16sen das duale lineare Programm und berechnen aus der Losung die Pseu-

dometrik d (falls die Losung nicht bereits eine Pseudometrik ist). Nun konnen wir anschlie-
Bend (V, d) in den I mit m = O(n?) einbetten (nach 1.3.1). Dabei werden Ecken u,v € V so
auf Punkte z,, z, € R™ so eingebettet, dass ||z, — zy||1 < dy, gilt. Zudem gilt

s, — e, ||1 > QUds, 1, /1og | K|) fiir alle Giiter £ € K. Damit wird obiger Bruch beim Ersetzen
nur um maximal diesen Faktor grofer:

S 20 = Zoll1Cun
uFv

< O(MNog|K
S Taw —an iy = OB IKD
keK

Im néchsten Schritt betrachten wir den Wert des Bruchs fiir alle Komponenten z,, , der Punk-
te x,, vertauschen dabei die Summanden, sodass die Summe iiber die Komponenten vorn
steht und berechnen ein 7, fiir das der Bruch minimal wird:

m
Zl ; ‘xu,r - $v,r|cu,v ; |xu,f - xv,f‘cu,v
r=1uxv UFV
>

OXlog |K) = 7 = 0 s r — 27| D
Z Z ‘xSkﬂ” - xtkﬂ"|Dk keK " "
r=1keK

Zuletzt reduzieren wir die Werte {z1,...,2} =: Z, die die z;; annehmen konnen. Dazu

wihlen wir, solange mehr als zwei Werte verbleiben, die drei grofiten Werte 2z, < z, < z,
aus. Damit tritt z, im Intervall [z,, z,] flir jeden Wert aus Z \ {z,} nur als groferer oder
kleinerer Wert auf und die Funktionen in Zdhler und Nenner sind linear fiir z,. Dann liegt
das Minimum des Bruchs entweder bei z, oder z, und z, kann durch einen dieser Werte
ersetzt werden.



Sind nur noch zwei Werte tibrig, nimmt |z, ; — x, 7| den Betrag der Differenz oder 0 an.
Ersteren konnten wir ausklammern und kiirzen. Setzen wir also den grofieren Wert aus Z zu
1 und den kleineren zu 0 bleibt der Wert des Bruchs konstant. Sei dieser neue Wert :L';i fiir
jede Ecke v.

Aus den z;, ; berechnen wir schliellich den Schnitt S = {v[z; > = 1}. Wie gezeigt erbt dieser
den aus der Verzerrung stammenden Faktor, somit gilt dann:

O(Aog |K]) = g:i((?)

O

Abschliefiend wollen wir einen einfachen, geometrischen Beweis fiir einen bereits vor der
Arbeit von [LLR95] bekannten Satz([Hu63],[RW66]) nachvollziehen:

Satz: Zwei Glter Fiir 2 Giiter gilt max-flow = min-cut.

Beweis: Wir bilden V in den R? ab. Ausgehend von der minimalen Pseudometrik d
aus dem vorherigen Beweis und den beiden Giitern k£ und k" wird jede Ecke aus V' auf
(ds,zs ds,, ) abgebildet. Betrachtet man dann die der ||-||.-Norm entsprechende Pseudo-
metrik D auf V' so ergibt sich:

Dy = max{|ds; u — ds, vl |ds,yu — ds,y 0|} < dup (nach Dreiecksungleichung A3)

Fiir Dy, 4, ist das erste Element, fiir D, 4, das zweite der Wert der Pseudometrik d, sodass
hier Gleichheit gilt.

d kann also durch D ersetzt werden, ohne dass der Bruch grofSer wird:
Z du,vcu,v Z Du,vcu,v

#v uFv c . .
A= o > = A (Minimumeigenschaft von d)
1;%( Govotn D kZK Dot D ( i
€ €

Bildet man dann jeweils den zu einem v € V korrespondierenden Punkt (v, vs) auf p, =
(wdrzmv2) ab, stimmt die durch ||-||; erzeugte Metrik auf diesen Punkten mit D iiberein:

1 1
||pu—pv||1 = §|U1 — V] t+ug —02\ + 5\(161 —U1) - (U2 —U2)! = HlaX{|U1 _U1|a |U2 —U2\} = Du,v

Ubernimmt man nun die Argumentation des vorherigen Beweises ergibt sich fiir
S ={v|z}; =1} :
\ = Cap(5)
Dem(5S)

3 Balancierte Separatoren

3.1 Definition und Bedeutung

Def. balancierter Separator: Sei G = (V, E) eine Graph und S C V. S heif3t A\-balancierter
Separator von G falls, alle Zusammenhangskomponenten des durch V' \ S induzierten Sub-
graphen G[V \ S] hochstens A - |V'| Ecken besitzen.




Es gibt weitere Definitionen, nach denen Separatoren u.a. eine bestimmte Menge V' C V
statt V separieren (S heiflt dann V’-Separator) oder ein festes X (z.B. %) gesetzt ist.

Bedeutung haben balancierte Separatoren auch im Bezug zu Baumzerlegungen, so werden
sie in den effizientesten Exponentialzeitalgorithmen zur Bestimmung der Baumweite einge-
setzt (siehe z.B. [BFK " 06]).

3.2 Konstruktion des Separators

Mit einem Volumenargument gelingt es Linial, London und Rabinovich fiir Graphen G mit
¢ - dim.(G) = o(n!/dm(@)) kleine Separatoren mit kleinen Komponenten zu konstruieren.
Die iibliche Verzerrungsdefiniton wird dabei umgekehrt, sodass

da(u,v) < flp(u) = )] < ¢ da(u,v)

gefordert wird (nicht explizit in [LLR95] angegeben, geht aber u.a. aus der Konstruktion der
Kugeln mit Radius % (siehe S.10 und [LLLR95, S.235, Lemma 6.3]) hervor).

Satz: Fiir einen Graphen G = (V, E), n = |V| und ein ¢ € RT mit

d:=dim.(G)und ¢ -d = o(né)

existiert ein A\-Separator S von G mit

|5|:o(c.d-n1—%) und \ = <1—j_+0(1)>

Beweis: Ausgangspunkt ist eine Einbettung ¢ des Graphen G = (V, E) in den
(R?, ||-ls) (Norm mit Einheitskugel B, die nach Definition dim, existiert) mit Verzerrung c. X
sei die Menge der Punkte, auf die V' abgebildet wird.

Die Konstruktion beruht auf zwei parallelen Hyperebenen H; und Hs mit Abstand c und der
abgeschlossenen Scheibe H zwischen ihnen. Diese werden so gewihlt, dass der Schwerpunkt
der Menge X in der Scheibe liegt, mit Abstand $ zu jeder Hyperebene. V; C V sei die Menge,
die strikt oberhalb der Scheibe H eingebettet wird(d.h. jenseits von H;), Vo> C V, die die strikt
unterhalb eingebettet wird.

Beachtet man die Verzerrung und die Abgeschlossenheit von H ist S := ¢~ 1(X N H) ein
Separator im Graphen G, denn durch die umgekehrte Einbettungsbedingung muss bei ei-
nem Abstand der Hyperebenen von ¢, der Abstand dg(v1, v2) zwischen zwei Ecken v; € V;
(i € {1,2}) mindestens 2 betragen.

Zur Abschitzung der Grofien der Mengen Vi und V5 zitieren [LLR95] aus [YB61]:

Fiir eine Punktmenge X,|X| = n im RY enthilt jeder durch eine durch ihren
Schwerpunkt O verlaufende Hyperebene bestimmte abgeschlossene Halbraum min-
destens ;%5 Punkte aus X.

Betrachtet man dann die zu H; und H parallele Hyperebene durch O, so kénnen ;75 Punkte
aus V nicht in in ¢(V7) bzw. ¢(142) liegen, denn da die Hyperebene in der Scheibe liegt, ist
©(V;) jeweils Teil des restlichen, offenen Halbraums. Somit ergibt sich fiir die Grofien der V;

(1 e {1,2}):



Vi n-gr_,_ 1

vi=- n d+1

Nun ist noch die Anzahl der Bildpunkte in der Scheibe H bzw. der Ecken in S zu bestim-
men. Zunichst wird jedoch O als Ursprung angenommen und eine euklidische Einbettung
in den 14 betrachtet. Dazu wird festgehalten, dass jede d-dimensionale Norm als Bild einer
affinen Abbildung aus der euklidischen Norm mit Verzerrung hochstens v/d gewonnen wer-
den kann, die Gesamtverzerrung erhoht sich somit auf ¢V/d. Die euklidische Norm wird u.a.
tir die folgenden Volumenabschitzungen benotigt. Wir behalten die Bezeichnungen X und
¢ und H trotz der weiteren Einbettung bei.

Wir wihlen einen Radius Ry linear zum euklidischen Abstand der Hyperebenen, also

R() =0 (C\/g)

Zur Abschitzung der Anzahl der Bildpunkte XNH in der Scheibe gehen wir in zwei Schritten
vor: zundchst betrachten wir die Punkte N; = {x € X NH]||z||2 < R} (nah am Ursprung O,
illustriert in Abb. 2), spdter No = (X NH) \ N; (illustriert in Abb. 3).

N ist nichts anderes als ein Schnitt von X N H mit einer d-dimensionalen euklidischen Ku-
gel K mit Radius Ry und Mittelpunkt im Ursprung O. Wenden wir die umgekehrte Verzer-
rungsbedingung an, so miissen alle Punkte aus X paarweise einen Abstand > 1 zueinander
haben. Betrachten wir dann eine d-dimensionale Kugel mit Radius  um jeden Punkt aus
N1, so schneiden sich diese Kugeln nicht im Inneren. Nun kénnen wir einen Zylinder kon-
struieren, dessen Grund je eine (d — 1)-dimensionale Kugel (B; und B;) mit Radius Ry + %
(Punkte konnen gerade auf dem Rand der d-dimensionalen Kugel liegen) ist und dessen Ho-
he ebenfalls mit cv/d + 2 - 1 = O(c - V/d) begrenzt ist und der alle Kugeln um die Punkte aus
N7 enthilt.

Abbildung 2: (d — 1)-dimensionale Kugeln B; und By als Grund des
Zylinders sowie
Punkte aus N; mit dazugehdrigen d-dimensionalen Kugeln
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Mit Hilfe des Volumens v; einer ¢-dimensionalen euklidischen Einheitskugel
t rtot+l

vy = — bzw. v =
2= 2t+1 T 2k+1

und daher —- = O(v/) erhalt man:
Vt+1

1 d 1 d—1
‘N1|Ud <2> S Vd—1 (Ro + 2> . O(C . \/&)

= [Ni| <2(2Ro + DT OWVA)O(c- Vd) = O(c-d - (2Ry + 1)1

Von den weiter entfernten Punkte x mit Abstand > Ry zu O konnten je nach Wahl der Hy-
perebenen viele Punkte in H liegen. Wahlen wir jedoch H; zufillig (damit sind Hy und H
bestimmt) so lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen einzelnen Punkt z € R? in H zu
liegen nach oben beschranken.

Die zuféllige Wahl von H; realisieren [LLLLR95] iiber die gleichverteilte Wahl eines Normalen-
einheitsvektors A fiir H; aus der (d — 1)-dimensionalen Einheitssphire S?~. Fiir einen festen
Punkt » € R? gilt dann :

reHE (z,h) € [—C2d,c\2/g]

Sei T, die Menge derjenigen h € S¢!, sodass = € H, dann ist 7}, ein Streifen der Breite ||ca\:ﬁ

auf S?~! (d.h. Schnitt von S~ mit Hyperebene dieser Breite):

(z,h) € [—Czd, C‘Q/&] } =s%1n {h

_ g1 T _eVd  eVd
-° “{h’< ) € [ 2!!x!2’2|!x!!2”

Als Néchstes setzen wir das (d — 1)-dimensionale Maf 1141 (7%) zum d-dimensionalen Maf3
des (kegelartigen) Kugelausschnits /4(c (7)) in Beziehung:

T, = {h e §ét

o(Ty) :={h'|W =rh,h € T,,,r € [0,1]}

pao(1,)) <"1
da ;Zizé?)l) :Md((;iTz)) und pa—1 (871 =d - vg

Wie im ersten Schritt konnen wir nun das Volumen p4(o (7)) mit einem Zylinder entlang
der Breite von T}, abschitzen (s. Abb 3). Da alle Punkte auf oder innerhalb von S?~! liegen
gentigt als Basis eine (d — 1)-dimensionale Einheitskugel:

pa(o(Ty)) < ‘Txﬁvd—l

= pa—1(Ty) < ——

3
cdz vy evd <c-d>
=V, ||lz|le > Ry : P(x € H) < < O(Vd)=0(—
Iell 2 Ro: Ple € B) < g < o © (V)
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Zylinder - H

H/

Abbildung 3: Ein Bildpunkt z, zwei Scheiben H und H' (die x gerade
noch enthalten), die zu deren Ebenen senkrechten
Vektoren, die Menge T, und der zur Volumenabschitzung
benutzte Zylinder um o(7})

Nehmen wir nun die Bildpunkte statt H als zufdllig gewéahlt an (z.B. aus Kugel mit Radius
maxgcx |[z]]2), so sind fiir x # y aus X die Ereignisse + € H und y € H unabhéngig. Da N,
maximal n Punkte enthalten kann, ergibt sich fiir den Erwartungswert:

BN =0 (")

Beide Ergebnisse werden zusammengefasst indem R so gewahlt wird, dass |Ni| = ©(E(|N2|))

gilt. Dann folgt durch Umstellen Ry = @(ni ). Da als Voraussetzung c - d = o(né) angenom-
men wurde, vertragt sich dies mit R = ©(c - V).

SchlieBlich folgt E(|S|) = |Ni| + E(|Ny|) = O(n'~a - - d). O

4 Zerlegungen mit geringem Durchmesser

4.1 Definition und Bedeutung

Def. Zerlegung, Durchmesser: Eine Zerlequng eines Graphen G = (V, E) ist eine dis-
junkte Familie Z von Teilmengen der Knotenmenge V' mit | JZ = V. Der Durchmesser
dz = sup{dg(u,v)|u,v € Y, G]Y] zush. .Y C X, X € Z} der Zerlegung ist das Supremum
der Distanzen zwischen zwei Punkten iiber alle Zusammenhangskomponenten der Blocke.

Diese Form der Zerlegungen mit geringem Durchmesser wurden zuerst im Kontext von ver-
teiltem Rechnen in [Awe85] und [AGLP89] betrachtet. Dabei entsprechen die Komponenten
der Blocke Clustern, die Teilergebnisse unter Regie eines lokalen Koordinators berechnen.
Die Teilergebnisse werden dann zum Gesamtergebnis aggregiert. [AGLI’89] berechnen auf
diese Weise u.a. maximale stabile Mengen und Farbungen mit einer Farbe mehr als der Ma-
ximalgrad. Die besondere Bedeutung der Zerlegungen liegt darin, dass globale Eigenschaf-
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ten des Graphen (und damit des berechnenden Netzwerks) durch Kommunikation ermittelt
werden miissen, was umso teurer wird, je grofser der Durchmesser ist.

4.2 Konstruktion

Mit Hilfe einer Einbettung in einen |[|-||.o-normierten Raum der Dimension dim.(G), konstru-
ieren [LLR95] eine Zerlegung Z. Dies wollen wir im folgenden erldutern (siehe auch Abb. 4).

Satz:  Sei G = (V, E) ein Graph mit d := dim.(G), dann ldsst sich eine Zerlegung Z von
G finden mit |Z| = d+ 1 und 07 < 2cd

Beweis: Zunichst betrachten wir das Gitter Z¢ und konstruieren schrittweise um jede
Facette der Dimension 4,i € {0,...,d — 1} eine ||-||cc-Umgebung der Grofle %. Um

die Gitterpunkte (Dimension 0) wird dabei gerade ein d-dimensionaler Wiirfel (bzw. Kugel
in der [|-[|oc-Norm) gelegt. Die Vereinigung aller Umgebungen jeweils fiir die Dimension
i €{0,...,d— 1} sei mit K; bezeichnet.

Anschlieffend werden die Mengen

i—1
T,=K\|JK;fa0<i<d (damitistT = Ko)
j=0
und
_d-1
T;=RN\JT
j=0
konstruiert.

Der Radius der Umgebung wird dabei mit steigender Dimension kleiner und ist stets kleiner
als 1. Dadurch sind alle T} Vereinigungen disjunkter ,Ziegel” mit jeweils Durchmesser < 1
(leicht zu sehen in der ||-||-Norm) und Abstand > 2%.
Ist ¢ eine Einbettung mit Verzerrung c von G in den 1%, so ldsst sich mit einer skalierten
Version (Faktor > 2d) obiger Anordnung eine Zerlegung konstruieren: Die Ziegel eines T
haben Abstand > 1, d.h. liegen ¢(u) und ¢(v) in zwei Ziegeln eines Tj, so ist dg(u,v) > 1
und damit {u,v} ¢ E. Damit ist jede Zusammenhangskomponente von G[p~(¢(V) N T;)]
in nur einen Ziegel abgebildet.

Liegen o(u) und ¢(v) in einem Ziegel, gilt andererseits d (u, v) < c- 2d (skalierter Abstand).
Damit hat jede Komponente von G[p~1(¢(V) N T;)] einen Durchmesser < 2cd und es ist

Z ={o He(V)NT;)|0<i<d}

eine Zerlegung von G mit:
|Z| < d+1und 6z = 2dc
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Abbildung 4: T1lustration fiir d =2
links: K; als |'||cw-Umgebungen der i-dimensionalen Facetten
der d-dimensionalen Wirfel (bzw. |-[cc—Kugeln) mit

Eckpunkten im 78 Gitter (K;NKj # 0)

i—1 — d-1
rechts: T; =K;\ U K, TE:Rd\UTj
7=0 J=0
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